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SIŁY WEWNTRZNE I REAKCJE PODPOROWE W ELEMENTACH 
OBUDOWY PROSTOK�TNEJ 

Streszczenie 
W artykule przedstawiono metody obliczania podziałki obudowy prostok�tnej. Uwzgl�dniono obu-

dow� prostok�tn� dwu-, trój- i czterostojakow�. Wszystkie ostateczne wzory zostały sprowadzone do 

najprostszej postaci, co wpływa na skrócenie czasu oblicze�. Przy znanej warto�ci ci�nienia górotworu, 

dobór odpowiedniego rozstawu odrzwi zajmuje zaledwie kilka minut. 

Internal forces and bearing reactions in units of rectangular support 

Abstract 
In the paper, method of calculation of rectangular support pitch was presented. Two, triple and four 

props rectangular support was considered. All final formulas were reduced to the simplest form, what 

impacts into the shortening of calculations time. At the known value of rockmass pressure, selection of 

suitable spacing of frames takes only a few minutes. 

WPROWADZENIE 

Prostok�tna podporowa obudowa wyrobisk korytarzowych jest bardzo rzadko 

stosowana w polskim górnictwie w�gla kamiennego. Wynika to mi�dzy innymi z nie-

zbyt du�ej no�no�ci prostych elementów stropnicowych oraz kształtu przekroju po-

przecznego ró�ni�cego si� od naturalnego sklepienia, z czym wi��e si� zwi�kszone 

obci��enie tej obudowy. Wady te powoduj�, �e wyrobiska o prostok�tnym kształcie 

przekroju poprzecznego, korzystne ze wzgl�dów technologicznych, szczególnie po��-
dane w rozcinkach �cianowych, nie mog� by� stosowane we wszystkich warunkach 

geologiczno-górniczych. 

Korzystniej przedstawia si� sytuacja w przypadku obudowy kotwiowej i podpo-

rowo-kotwiowej, w których dzi�ki zastosowaniu kotwi, zamiast stojaków po�rednich, 

jest mo�liwe, bez zaw��enia �wiatła wyrobiska, wprowadzenie dodatkowych podpór 

(w postaci kotwi) odci��aj�cych stropnic�, a przez to zwi�kszaj�cych parametry  

no�no�ciowe całej obudowy. 

Obudowa prostok�tna podporowa, kotwiowa lub podporowo-kotwiowa jest obu-

dow�, któr� mo�na dobra� w miar� szybko, bez konieczno�ci stosowania specjali-

stycznych narz�dzi w postaci drogich, cz�sto skomplikowanych obliczeniowych 

programów komputerowych, działaj�cych z wykorzystaniem metody elementów 

sko�czonych (MES). Wynika to z przyjmowanych do oblicze� schematów obudowy, 

która jest traktowana jako belka prosta na kilku podporach obci��ona w sposób rów-
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nomierny na całej długo�ci. Oczywi�cie nawet w przypadku tej obudowy jest mo�liwe 

zastosowanie komputerowych technik obliczeniowych, zwi�kszaj�cych liczb� warian-

tów obudowy, sposoby jej podparcia i obci��enia. Ponadto, pozwala to na wyelimi-

nowanie pewnych uproszcze� w metodach analitycznych, polegaj�cych głównie na 

przyj�ciu sposobu obci��enia. Pomimo to, w celu sprawnego projektowania obudowy 

prostok�tnej czy te� szybkiego zweryfikowania wyników oblicze� numerycznych, 

wyprowadzono wzory pozwalaj�ce na obliczenie sił i momentów wyst�puj�cych  

w poszczególnych jej elementach. Ich znajomo�� i porównanie z warto�ciami dopusz-

czalnymi mo�e by� podstaw� do zaprojektowania obudowy prostok�tnej, przenosz�cej 

obci��enia działaj�ce ze strony górotworu. Nale�y pami�ta�, �e przyj�ty w analizach 

schemat obci��enia stropnicy, polegaj�cy na równomiernym jej obci��eniu, jest wy-

idealizowany, a w rzeczywisto�ci nale�y spodziewa� si� obci��e� w mniejszym stop-

niu regularnych. Ponadto, nale�y mie� na uwadze, �e elementy obudowy pracuj� tak�e 

w zakresie odkształce� plastycznych, co nie znajduje odzwierciedlenia w algorytmach 

obliczeniowych przydatnych w praktyce in�ynieryjnej. Fakt ten został uwzgl�dniony 

w sposób po�redni przez przyj�cie maksymalnych obci��e� przenoszonych przez ele-

menty, wyznaczonych w badaniach stanowiskowych. 

1. ZAŁO�ENIA I WYPROWADZENIA WZORÓW

Przedmiotem analiz były sposoby wyznaczania sił wewn�trznych oraz reakcji 

podporowych wyst�puj�cych w elementach stalowej obudowy prostok�tnej podporo-

wej i kotwiowej, spowodowanych obci��eniem przez górotwór. Okre�lenie tych sił 

sprowadza si� do obliczenia warto�ci momentów zginaj�cych prz�słowych, podporo-

wych oraz reakcji podporowych poszczególnych podpór – kotwi lub stojaków. Przy-

kład przebiegu momentów zginaj�cych przedstawiono na rysunku 1, natomiast siły 

poprzeczne, z uwagi na ich znacznie mniejszy wpływ na stan wyt��enia stropnicy,  

w praktyce in�ynierskiej mog� zosta� pomini�te. 

���	���������	��������%��&����������&�������$���������������������$���	�����$�������������������
��	�������������������������������������*������


��	��!"��������������#�%�	�&���������������#�%�����#����������������������������������$�������������
������������������������������$�������

Z przebiegu wykresu momentów zginaj�cych wynika, �e na długo�ci stropnicy 

podpartej na trzech i wi�cej podporach wyst�puje zmiana kierunku zginania. Momen-

ty prz�słowe powoduj� zginanie w dół, natomiast podporowe w gór�. W czasie bada�
stanowiskowych (Pytlik 1999) prowadzonych zgodnie z norm� PN-G-15000-09:1998, 
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okre�la si� maksymalne warto�ci momentów zginaj�cych przenoszonych przez kształ-

towniki korytkowe w zale�no�ci od kierunku zginania – od ich usytuowania w maszy-

nie wytrzymało�ciowej – „dnem w dół” lub „dnem w gór�”. W celu wykonania 

analizy przyj�to nast�puj�ce oznaczenia: 

• Mg∨∨∨∨ – maksymalny moment zginaj�cy przenoszony przez kształtownik wyznaczo-

ny w próbie zginania „dnem w dół”, 

• Mg∧∧∧∧ – maksymalny moment zginaj�cy przenoszony przez kształtownik wyznaczo-

ny w próbie zginania „dnem w gór�”. 

Warto�ci, jakie nale�y podstawia� w dalszych wzorach w miejsce MgmaxI i MgmaxII

zale�� tak�e od usytuowania kształtownika w stropnicy. W przypadku stropnicy zabu-

dowanej dnem w dół MgmaxI = Mg∨∨∨∨, a MgmaxII = Mg∧∧∧∧, natomiast, gdy stropnica jest 

usytuowana dnem w gór� MgmaxI = Mg∧∧∧∧, a MgmaxII = Mg∨∨∨∨. Zale�no�ci te usystematy-

zowano w tablicy 1. 

�������	��7�����������������&�����������������������������������������1�
����	���&��������������
�����������

Usytuowanie kształtownika w stropnicy 

strop 

wyrobisko 

strop 

wyrobisko 

MgmaxI = Mg∨∨∨∨ MgmaxI = Mg∧∧∧∧

MgmaxII = Mg∧∧∧∧ MgmaxII = Mg∨∨∨∨

Analizowano trzy typy obudowy prostok�tnej: 

• obudow� dwupodporow�, której konstrukcj� stanowi prosta stropnica podparta na 

ko�cach na dwóch stojakach lub podwieszona na dwóch kotwiach, 

• obudow� trójpodporow�, w której prosta stropnica jest podparta na ko�cach i do-

datkowo mi�dzy skrajnymi podporami,  

• obudow� czteropodporow�, której stropnica jest podparta w czterech punktach. 

W modelach obliczeniowych przyj�to obci��enie ci�głe q równomiernie rozło�o-

ne na całej długo�ci stropnicy. Obci��enie to działa w płaszczy�nie przekroju po-

przecznego obudowy prostopadle do stropnicy, a jego warto�� wynika z ci�nienia 

górotworu q0, wyznaczonego, na przykład zgodnie z „Uproszczonymi zasadami dobo-

ru obudowy” (Rułka i in. 2000). Całkowite obci��enie, działaj�ce na stropnic� w mo-

delu obliczeniowym, musi by� takie samo co do warto�ci, jak obci��enie pochodz�ce 

od ci�nienia górotworu, zatem 

�=�
0qq

FF  (1) 

gdzie: 

Fq – siły przyj�te w schemacie obliczeniowym, pochodz�ce od obci��enia mode-

lowego (ci�głego), MN; 
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Fq
0
– siły pochodz�ce od ci�nienia górotworu, MN. 

Uwzgl�dniaj�c szeroko�� wyrobiska S (długo�� stropnicy), a w przypadku sił 

wywołanych ci�nieniem górotworu, dodatkowo, planowan� podziałk� obudowy d

(rozstaw stropnic), powy�sza zale�no�� sprowadza si� do równania 

SdqqS 0=  (2) 

gdzie: 

q  – obci��enie ci�głe działaj�ce na stropnic�, MN·m
–1

; 

q0 – ci�nienie górotworu, według (Rułka i in. 2000) warto�� obliczeniowa obci�-
�enia obudowy, MPa. 

Upraszczaj�c powy�sze wyra�enia otrzymuje si� zwi�zek mi�dzy ci�nieniem gó-

rotworu q0 (działaj�cym na powierzchni�), a obci��eniem ci�głym q (działaj�cym na 

długo�ci stropnicy) 

dqq
0

=  (3) 

1.1. Stropnica na dwóch podporach 

Obliczenia sił i reakcji podporowych obudowy na dwóch stojakach lub kotwiach 

nie nastr�czaj� �adnych trudno�ci. Stropnica jest traktowana jako równomiernie  

obci��ona belka podparta na ko�cach. Schemat obliczeniowy przedstawiono na ry-

sunku 2.  

���	��9�$������%��������������	��


��	�����������������������#��$���������

Reakcje podporowe wynosz� (Jakubowicz, Orło� 1966; Niezgodzi�ski M.E., Nie-

zgodzi�ski T. 1996): 

2

qS
RA =  (4) 

2

qS
RB =  (5) 
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Uzyskane warto�ci reakcji podporowych musz� by� mniejsze ni� no�no�� zasto-

sowanych stojaków lub kotwi. Po zamianie w równaniu (3) RA i RB na no�no�� podpór 

A i B, odpowiednio PmaxA i PmaxB oraz przekształcaj�c równania, mo�na otrzyma� mak-

symalne rozstawy stropnic ze wzgl�du na no�no�� zastosowanych stojaków lub kotwi. 

Rozstaw stropnic ze wzgl�du na no�no�� stojaka lub kotwi w punkcie A 

Sq

P
d A

A

0

max2
=  (6) 

Rozstaw stropnic ze wzgl�du na no�no�� stojaka lub kotwi w punkcie B 

Sq

P
d B

B

0

max2
=  (7) 

Maksymalny moment zginaj�cy (prz�słowy) MgAB wyst�puje natomiast w poło-

wie długo�ci belki i wynosi 

8

2
qS

MgAB =  (8) 

Po wstawieniu (3), zamieniaj�c MgAB na maksymalny moment zginaj�cy przeno-

szony przez kształtownik stropnicy MgmaxI oraz przekształcaj�c równanie, mo�na 

otrzyma� maksymalny rozstaw stropnic ze wzgl�du na moment prz�słowy 

2

0

Imax
8

Sq

Mg
d

MAB
=  (9) 

W celu okre�lenia maksymalnego rozstawu stropnic wyznacza si� go raz ze 

wzgl�du na no�no�� stojaków lub kotwi i drugi raz ze wzgl�du na maksymalny mo-

ment zginaj�cy wyst�puj�cy w stropnicy. Jako maksymalny dopuszczalny rozstaw 

przyjmuje si� najmniejsz� warto�� z obliczonych 

( )MABBA dddd ,,min≤  (10) 

Najcz��ciej obie podpory (stojaki lub kotwie) charakteryzuj� si� jednakow� no-

�no�ci�. W tych przypadkach obliczenia dA i dB mo�na ograniczy� do wyznaczenia 

tylko jednego z nich. W przeciwnym razie wyznacza si� rozstaw stropnic ze wzgl�du 

na podpor� o mniejszej no�no�ci. 

1.2. Stropnica na trzech podporach 

W obliczeniach obudow� trójstojakow� traktuje si� jako równomiernie obci��on�
belk� podpart� w trzech punktach. Jej schemat przedstawiono na rysunku 3. 
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���	��9�$������%��������������	��


��	�����������������������#��$���������

Belka taka jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalna. Układ oblicza si� metod�
superpozycji (Niezgodzi�ski M.E., Niezgodzi�ski T. 1996), a belka jest zast�powana 

dwiema belkami jednoprz�słowymi, jak pokazano na rysunku 4.  

���	��M	��������������	�����������������������&��������	����������������������


��	��M	����#��"�$�&���#�������������	�������	�����������$������������	�������	���������

Warto�ci ugi�� belek w miejscu podpory B wynosz�: 

�
�
�

�
�
�
�

�
+−=

3

3

2

23

1
22

1

12 S

a

S

a

EI

aqS
Y  (11) 

EIS

baR
Y B

3

22

2 −=  (12) 

gdzie: 

E – moduł Younga, MPa; 

I  – główny centralny moment bezwładno�ci przekroju, m
4
. 

Suma ugi�� w miejscu odpowiadaj�cym podporze B musi si� zerowa�

Y1 + Y2 = 0 (13) 

Podstawiaj�c do wzoru (13) wyra�enia (11) i (12) oraz wykonuj�c proste prze-

kształcenia, uzyskuje si� warto�� reakcji RB w funkcji rozstawów podpór A, B i C oraz 

obci��enia ci�głego 
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ab

babbaaq
R

B

3223 44

8

+++
⋅=  (14) 

W dalszej kolejno�ci z równania równowagi momentów wzgl�dem punktu A 

mo�na wyznaczy� reakcj� RC: 

0
2

2

=−−=� SRaR
S

qM CBA  (15) 

b

babaq
R

C

22 3

8

++−
⋅=  (16) 

a nast�pnie z sumy rzutów sił na o� Y – reakcj� RA: 

� =−−−= 0
CBAY

RRRqSF  (17) 

a

babaq
R

A

223

8

−+
⋅=  (18) 

Po wstawieniu (3), zamieniaj�c RA, RB i RC na no�no�� podpór A, B i C, odpo-

wiednio PmaxA, PmaxB i PmaxC oraz przekształcaj�c równania, otrzymuje si� maksymalne 

rozstawy stropnic ze wzgl�du na no�no�� zastosowanych stojaków lub kotwi. 

Rozstaw stropnic ze wzgl�du na no�no�� stojaka lub kotwi w punkcie A 

22

0

max

3

8

baba

a

q

P
d A

A
−+

⋅=  (19) 

Rozstaw stropnic ze wzgl�du na no�no�� stojaka lub kotwi w punkcie B 

3223

0

max

44

8

babbaa

ab

q

P
d B

B
+++

⋅=  (20) 

Rozstaw stropnic ze wzgl�du na no�no�� stojaka lub kotwi w punkcie C 

22

0

max

3

8

aabb

b

q

P
d C

C
−+

⋅=  (21) 

W przypadku, gdy reakcja skrajnej podpory (RA lub RC) osi�ga warto�� ujemn�
(brak wst�pnego obci��enia stojaka lub kotwi) warto�� obliczonego rozstawu stropnic 

(19) lub (21) tak�e jest mniejsza od zera. Ujemna warto�� jest wtedy wska�nikiem 

niewła�ciwego, nieefektywnego rozmieszczenia podpór i wskazuje na konieczno��
zmiany ich rozstawów. 

Momenty zginaj�ce, wyst�puj�ce w stropnicy, maj� nast�puj�cy przebieg w za-

le�no�ci od prz�sła: 

• w prz��le A-B: 
2

0
2

x
qxRMgax A −=≤≤  (22) 
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• w prz��le B-C: )(
2

2

axR
x

qxRMgbaxa BA −+−=+≤≤  (23) 

Przyjmuj�c za x rozstaw podpór A i B (x = a) mo�na wyznaczy� warto�� momen-

tu zginaj�cego podporowego (w miejscu B) 

ba

baq
baba

q
M B

+

−−
=−+−=

33
22

8
)(

8
 (24) 

Po podstawieniu w równaniu (3) w miejsce MB dopuszczalnego momentu zgina-

j�cego ujemnego MgmaxII oraz przekształcaj�c równanie, otrzymuje si� maksymalny 

rozstaw stropnic ze wzgl�du na moment podporowy 

22

0

IImax

33

0

IImax
188

babaq

Mg

ba

ba

q

Mg
d

MB
+−

⋅=
+

+
⋅=  (25) 

Miejsca wyst�powania momentów prz�słowych natomiast okre�lono przez przy-

równanie do zera pochodnych równa� momentów zginaj�cych w odpowiednich prze-

działach. Otrzymano: 

• dla prz�sła A-B 
a

baba
x

8

3
22 −+

=  (26) 

• dla prz�sła B-C 
b

baba
x

8

57
22 ++

=  (27) 

Podstawiaj�c za x we wzorze (22) wyra�enie (26), otrzymuje si� warto�� momen-

tu prz�słowego w prz��le A-B 

2
223

128 �
�
�

�
�
�
�

� −+
=

a

babaq
MgAB   (28) 

Podstawiaj�c natomiast za x we wzorze (23) wyra�enie (27), otrzymuje si� war-

to�� momentu prz�słowego w prz��le B-C 

2
22 3

128 �
�
�

�
�
�
�

� ++−
=

b

babaq
MgBC  (29) 

Po zamianie w równaniu (3) MgAB i MgBC na dopuszczalny moment zginaj�cy do-

datni MgmaxI oraz przekształcaj�c równania, otrzymuje si� maksymalne rozstawy 

stropnic ze wzgl�du na momenty prz�słowe. W celu uproszczenia oblicze� oraz unik-

ni�cia obliczania warto�ci nieistniej�cego momentu prz�słowego (maksimum momen-

tu zginaj�cego poza prz�słem), rozstaw wyznacza si� tylko dla prz�sła dłu�szego: 

• je�eli ,ba ≥ to 

2

22
0

Imax

3

128
�
�

�
�
�

�

−+
=

baba

a

q

Mg
dMAB  (30) 



Górnictwo i �rodowisko 

59

• je�eli ,ab > to 

2

22
0

Imax

3

128
�
�

�
�
�

�

−+
=

aabb

b

q

Mg
dMBC  (31) 

W celu okre�lenia maksymalnego rozstawu stropnic, nale�y go wyznaczy� raz ze 

wzgl�du na no�no�ci stojaków lub kotwi i drugi raz ze wzgl�du na momenty wyst�pu-

j�ce w stropnicy. Jako maksymalny rozstaw przyjmuje si� najmniejsz� dodatni� war-

to�� z obliczonych 

( )
MBCMABMBCBA

ddddddd ,,,,,min≤  (32) 

1.3. Stropnica na czterech podporach 

W obliczeniach obudow� czterostojakow� traktuje si� jako równomiernie obci�-
�on� belk� podpart� na czterech podporach. Jej schemat przedstawiono na rysunku 5. 

���	��9�$������%��������������	��


��	�����������������������#��$���������

���	��M	����������%������������*��������������%�������	����*������


��	�	M	����#��"�$�&���#�������-����%�������$��$������-����%�����

Taka belka stanowi układ dwukrotnie statycznie niewyznaczalny. Do obliczenia 

reakcji podporowych i momentów zginaj�cych w stropnicy wykorzystano metod�
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trzech momentów (Jakubowicz, Orło� 1966; 
uchowski 1966). Układ rozkłada si� na 

belki jednoprz�słowe, jak na rysunku 6. 

Równania trzech momentów maj� posta�: 

�
�

�
�
�

�
Ω+Ω−=+++

b

b

a

a
bMbaMaM BCABCBA

"'
6)(2  (33) 

�
�

�
�
�

�
Ω+Ω−=+++

c

c

b

b
cMcbMbM CDBCDCB

"'
6)(2  (34) 

gdzie: 

� – pole figury momentów zginaj�cych w wyodr�bnionym prz��le wywołanych 

obci��eniem pierwotnym: 

12

3
qa

AB =Ω    
12

3
qb

BC =Ω   
12

3
qc

CD =Ω  (35) 

a′, a″, b′, b″, c′, c″ – parametry okre�laj�ce poło�enie �rodków ci��ko�ci figur 

momentów zginaj�cych: 

2
"'

a
aa ==

2
"'

b
bb ==

2
"'

c
cc ==  (36) 

Rozwi�zuj�c układ równa� (33) i (34), otrzymuje si� zale�no�� na momenty pod-

porowe: 

1
4

K
q

M B −=  (37) 

))((4

))((2)(
2

3333

1
cbbab

cbbacbb
K

++−

++−+
=  (38) 

2
4

K
q

MC −=  (39) 

))((4

))((2)(
2

3333

2
cbbab

bacbbab
K

++−

++−+
=  (40) 

W powy�szych wzorach wyodr�bniono wyra�enia ujmuj�ce rozstawy a, b, c sto-

jaków jako współczynniki K1 (38) i K2 (39). Po zamianie w równaniu (3) MB i MC na 

dopuszczalny moment zginaj�cy ujemny MgmaxII oraz przekształcaj�c równania, otrzy-

muje si� maksymalny rozstaw stropnic ze wzgl�du na momenty podporowe: 
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• w miejscu podparcia B 

10

IImax 4

Kq

Mg
dMB ⋅=  (41) 

• w miejscu podparcia C 

20

IImax 4

Kq

Mg
dMC ⋅=  (42) 

Z równania równowagi momentów dla prz�sła A-B wzgl�dem punktu B, otrzy-

muje si� warto�� reakcji RA: 

0
2

2

=−− BA M
qa

aR  (43) 

a

Kaq
RA

1
2

2

4

−
⋅=  (44) 

Z równania równowagi momentów dla prz�sła C-D natomiast wzgl�dem punktu 

C, otrzymuje si� warto�� reakcji RD: 

0
2

2

=−+ cR
qc

M DC  (45) 

c

Kcq
R

D

2

22

4

−
⋅=  (46) 

Stosuj�c zasad� superpozycji dla dwóch s�siednich prz�seł A-B i B-C mo�na wy-

znaczy� reakcj� RB

BPBLB RRR +=  (47) 

gdzie: 

RBL – cz��� reakcji RB wywołana obci��eniem lewego prz�sła 

a

M

a

Mqa
R AB

BL +−=
2

 (48) 

RBP – cz��� reakcji RB wywołana obci��eniem prawego prz�sła 

b

M

b

Mqb
R CB

BP +−=
2

 (49) 

Ujmuj�c zale�no�ci geometryczne układu dwiema zmiennymi K3 i K4, uzyskuje 

si�
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43
4

KK
q

R
B

=  (50) 

gdzie: 

)4443( 23
bcacabbb

cba
K

+++

++
=  (51) 

a

babcbcbacabcabcaba
K

))(23423(
2322222

4

+−++−+++
=  (52) 

W analogiczny sposób wyznacza si� reakcj� RC

CPCLC RRR +=  (53) 

gdzie: 

RCL – cz��� reakcji RC wywołana obci��eniem lewego prz�sła 

b

M

b

Mqb
R BC

CL +−=
2

 (54) 

RCP – cz��� reakcji RC wywołana obci��eniem prawego prz�sła 

c

M

c

Mqc
R DC

CP +−=
2

 (55) 

Ujmuj�c zale�no�ci geometryczne układu dwiema zmiennymi K3 i K5, uzyskuje 

si�

53
4

KK
q

RC =  (56) 

gdzie 

c

cbbababcacbabcacbc
K

))(24323(
2322222

5

+−++−+++
=  (57) 

Po zamianie w równaniu (3) RA, RB, RC i RD na no�no�� odpowiednich stojaków 

lub kotwi oraz przekształcaj�c równania, otrzymuje si� maksymalne rozstawy stropnic 

ze wzgl�du na no�no�� podpór. 

Rozstaw stropnic ze wzgl�du na no�no�� stojaka lub kotwi w punkcie A 

1

2

0

max

2

4

Ka

a

q

P
d A

A
−

⋅=  (58) 

Rozstaw stropnic ze wzgl�du na no�no�� stojaka lub kotwi w punkcie B 

430

max
4

KKq

P
d B

B
⋅=  (59) 
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Rozstaw stropnic ze wzgl�du na no�no�� stojaka lub kotwi w punkcie C 

530

max
4

KKq

P
d C

C
⋅=  (60) 

Rozstaw stropnic ze wzgl�du na no�no�� stojaka lub kotwi w punkcie D 

2

2

0

max

2

4

Kc

c

q

P
d D

D
−

⋅=  (61) 

Znaj�c reakcje podporowe mo�na przyst�pi� do wyznaczenia momentów prz�-
słowych. Równania momentów zginaj�cych w prz�słach A-B i B-C maj� posta�: 

• ax ≤≤0
2

2
qx

xRMg A −=  (62) 

• baxa +≤≤ )(
2

2

axR
qx

xRMg BA −+−=  (63) 

Miejsca wyst�powania momentów prz�słowych, okre�lono przez przyrównanie 

do zera pochodnych równa� momentów zginaj�cych w odpowiednich przedziałach. 

Otrzymano: 

• dla prz�sła A-B 
a

Ka
x

4

2 1
2 −

=  (64) 

• dla prz�sła B-C 
q

RR
x BA +

=  (65) 

Podstawiaj�c za x we wzorze (62) wyra�enie (64), otrzymuje si� warto�� momen-

tu prz�słowego w prz��le A-B 

2

1
22

32 �
�
�

�
�
�
�

� −
=

a

Kaq
MgAB   (66) 

Ekstremum momentu zginaj�cego MgAB wyst�puje w prz��le A-B tylko wtedy, 

gdy x obliczone według wzoru (64) spełnia zale�no�� ax <<0 , co sprowadza si� do 

nast�puj�cego warunku 

2
1 2aK <  (67) 

Gdy warunek ten nie zostanie spełniony, nie nale�y wyznacza� warto�ci MgAB  ani 

dMAB. 

Podstawiaj�c za x we wzorze (63) wyra�enie (65), otrzymuje si� warto�� momen-

tu prz�słowego w prz��le B-C 

�
�
	




�
�
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q
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2

43
1 82

32
 (68) 
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W celu obliczenia momentu prz�słowego dla prz�sła C-D, dla uproszczenia, 

zmieniono pocz�tek układu współrz�dnych z punktu A na punkt D oraz zwrot osi x na 

przeciwny (w stosunku do przedstawionego na rys. 4). Wtedy równanie momentów 

zginaj�cych ma posta�

cx ≤≤0  
2

2
qx

xRMg D −=  (69) 

Miejsce wyst�powania momentu prz�słowego okre�lono jak poprzednio. I tak 

otrzymano w nowym układzie współrz�dnych 

dla prz�sła C-D 
c

Kc
x

4

2 2
2 −

=  (70) 

Podstawiaj�c za x we wzorze (69) wyra�enie (70), otrzymuje si� warto�� momen-

tu prz�słowego w prz��le C-D 

2

2
22

32 �
�
�

�
�
�
�

� −
=

c

Kcq
MgCD   (71) 

Ekstremum momentu zginaj�cego MgCD wyst�puje w prz��le C-D tylko wtedy, 

gdy x obliczone według wzoru (70) spełnia zale�no�� cx <<0 , co sprowadza si� do 

nast�puj�cego warunku 

2
2 2cK <  (72) 

Gdy warunek ten nie zostanie spełniony, nie nale�y wyznacza� warto�ci MgCD ani 

dMCD. 

Po wstawieniu (3), zamieniaj�c MgAB, MgBC i MgCD na dopuszczalny moment zgi-

naj�cy dodatni MgmaxI oraz przekształcaj�c równania, otrzymuje si� maksymalne roz-

stawy stropnic ze wzgl�du na momenty zginaj�ce prz�słowe. 

Rozstaw stropnic ze wzgl�du na moment prz�słowy mi�dzy stojakami lub ko-

twiami A i B 

22
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2

0

max

)2(

32

aK
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q
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d I

MAB
−

⋅=  (73) 

Rozstaw stropnic ze wzgl�du na moment prz�słowy mi�dzy stojakami lub ko-

twiami B i C 
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32
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Rozstaw stropnic ze wzgl�du na moment prz�słowy mi�dzy stojakami lub ko-

twiami C i D 
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22

2

2

0

max

)2(

32

cK

c

q

Mg
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MCD
−

⋅=  (75) 

W celu okre�lenia maksymalnego rozstawu stropnic nale�y go wyznaczy� raz ze 

wzgl�du na no�no�� stojaków lub kotwi i drugi raz ze wzgl�du na momenty wyst�pu-

j�ce w stropnicy. Jako maksymalny rozstaw przyjmuje si� najmniejsz� warto�� z obli-

czonych 

( )MCDMBCMABMCMBDCBA dddddddddd ,,,,,,,,min≤  (76) 

Zakres stosowania powy�szych wzorów zaw��ono do rozstawów podpór spełnia-

j�cych poni�sze warunki: 

2,30,1 ≤≤ a  m 

5,30,1 ≤≤ b  m 

2,30,1 ≤≤ c  m (77) 

3,2≤
+

b

ca

Spełnienie wszystkich zale�no�ci (77) pozwala na zachowanie poprawno�ci toku 

oblicze�. Uzyskuje si� momenty podporowe o warto�ciach ujemnych, a momenty 

prz�słowe o warto�ciach dodatnich. W przypadku niespełnienia ostatniego z warun-

ków (77) jest mo�liwe kontynuowanie oblicze�, lecz nale�y pami�ta�, �e ewentualny 

ujemny rozstaw ze wzgl�du na momenty w stropnicy wymusza przyj�cie warto�ci 

bezwzgl�dnej oraz zamian� MgmaxI na MgmaxII lub odwrotnie i powtórzenie oblicze�. 
Jednocze�nie warunki te w poł�czeniu z warunkami (67) i (72) wyeliminuj� mo�li-
wo�� obliczania warto�ci nieistniej�cych momentów prz�słowych. 

PODSUMOWANIE 

W artykule przedstawiono metody oblicze� podziałki obudowy prostok�tnej wraz 

ze wskazówkami i komentarzami dotycz�cymi ich stosowania. W bardzo skróconej 

formie uj�to wyprowadzenia wybranych zale�no�ci. Przytoczone wzory s� efektem 

wielu przekształce� zmierzaj�cych do uproszczenia ich zapisu. W tym te� celu wpro-

wadzono współczynniki geometryczne K1, K2, K3, K4 i K5, opisuj�ce zale�no�ci mi�-
dzy rozmieszczeniem stojaków i kotwi w stropnicy. Podstaw� oblicze� stanowiły 

klasyczne metody wytrzymało�ci materiałów – metoda superpozycji i metoda trzech 

momentów. St�d te� wynikaj� pewne uproszczenia polegaj�ce na przyj�ciu wyideali-

zowa-nego sposobu obci��enia obudowy oraz po�rednim uwzgl�dnieniu jej odkształ-

ce� plastycznych. 
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